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ASBTRACT 
Problem of solvability of polynomial equations and matrix eigenvalue relation to 

the placement of an infinite state-feedback is important to learn because it deals with the 
properties of dynamic and static systems. In this case discussed the problem with putting 
the infinite eigenvalue decomposition of the standard, then the results are applied to 
problem solving matrix polynomial equations. On eigenvalue placement or placement of 
the poles, the problem is determining the state feedback matrix K such that det [Es - A + 

BK] =  ≠ 0, in  and s with each other independent. Singular linear system that has an 
infinite eigenvalue will be formed in such infinite eigenvalues are placed so that the 
system has no eigenvalues of infinite state by providing appropriate feedback. Problems 
on infinite eigenvalue assignment can be attributed to the determination of polynomial 
equation solution in the form of matrix   [Es - A] X + BY = U(s) for a matrix U(s) with 

detU(s) = , so that necessary and sufficient conditions of  
existence of solutions (X,Y) and form a solution. 
 
Keywords: singular linear systems, infinite eigenvalue assignment, polynomial matrix 
                 equation 

 
 

INTISARI 
Masalah solvability dari persamaan matriks polinomial dan kaitannya dengan 

penempatan nilai eigen infinite state-feedback adalah penting dipelajari karena 
berhubungan dengan sifat-sifat dinamik dan statik sistemnya.  Dalam hal ini dibahas 
masalah penempatan nilai eigen infinite atas dekomposisi standar, kemudian hasilnya 
diaplikasikan pada penyelesaian masalah persamaan polinomial matriks.  Pada  
penempatan nilai eigen atau penempatan kutub, yang menjadi permasalahannya yaitu 

pada penentuan state feedback matriks K sedemikian sehingga det[Es – A + BK] =  ≠ 0 

dengan  dan s saling independent.  Sistem linear singular yang mempunyai nilai eigen 
infinite akan dibentuk sedemikian nilai-nilai eigen infinite tersebut ditempatkan sehingga 
sistem tidak mempunyai nilai-nilai eigen infinite yaitu dengan memberikan state feedback 
yang sesuai. Permasalahan pada penempatan nilai eigen infinite dapat dikaitkan pada 
penentuan solusi  persamaan polinomial matriks yang berbentuk  [Es–A] X + B Y = U(s) 

untuk suatu matriks U(s)  dengan detU(s) = , sehingga akan dibahas syarat perlu dan 
cukup keberadaan solusi (X,Y)  serta bentuk solusinya.  
 
Kata Kunci: sistem linier singular,  penempatan nilai eigen infinite, persamaan polinomial 

matriks 
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PENDAHULUAN 
Penempatan nilai eigen sangat  

penting dalam efektivitas sifat-sifat dinamik 
dan sifat-sifat statik sistem linear singular. 
Penempatan nilai eigen infinite diharapkan 
dapat merubah sifat sistemnya melalui 
input kontrol sehingga sistem loop tertutup-
nya memiliki sifat-sifat yang diharapkan. 
Pada sistem linear singular tidak hanya 
memiliki nilai eigen finite tapi juga nilai 
eigen infinite yang mempengaruhi sifat-
sifat sistem. Pada 2003, Kaczorek telah 
mempelajari masalah penempatan nilai 
eigen infinite atas dekomposisi singular. 
Dalam artikel ini akan dibahas masalah 
penempatan nilai eigen infinite atas de-
komposisi standar. Selanjutnya diaplikasi-
kan pada permasalahan penyelesaian 
persamaan polinomial matriks. 

Sistem linear singular yang dimak-
sud pada penelitian ini adalah sistem linear 
singular time invariant atau sistem linear 
singular yang tidak dipengaruhi oleh peru-
bahan waktu, yang mempunyai bentuk 
umum  

E x (t) = Ax(t) + Bu(t),   y(t) = Cx (t)        (1) 
 

dengan x(t)R
n
 vektor keadaan, u(t)R

m 
 

vektor masukan (vektor kendali), y(t)R
r
  

vektor output, dan A,ER
nxn

, BR
nxm

, 

CR
rxn

 merupakan matriks-matriks kons-
tan. Sistem (1) diasumsikan regular untuk 
menjamin keberadaan dan ketunggalan 
solusi (Dai,1988). 

State-feedback control sangat 
penting dalam rancangan sistem. Metode 
state feedback control atas kondisi terten-
tu, diperlukan pada struktur penempatan 
nilai eigen sedemikian sehingga sistem 
loop tertutup mempunyai sifat-sifat yang 
diharapkan. Banyak kenyataan menunjuk-
kan bahwa untuk sistem deterministik me-
tode keadaan feedback adalah tepat atau 
baik sekali dan praktis untuk menyelesai-
kan kasus-kasus.  

Pada sistem linear normal, berda-
sarkan pada asumsi bahwa sistem terkon-
trol maka terdapat matriks K pada state-
feedback sedemikian sehingga  

det[Ins – A + BK] = p(s),  
dengan p(s) = s

n
 + an-1s

n-1
 + ... + a1s + a0 

merupakan polinomial sebarang berderajat 
n yang sesuai, dan dalam hal ini matriks K 
dapat dimodifikasi. Jika mengganti matriks 
K maka hanya dapat memodifikasi semba-

rang koefisien    a0. a1, a2, ..., an-1, tetapi ti-
dak dapat merubah degree n pada polino-
mial yang ditentukan oleh matriks Ins. 
(Olsder, 1994 dan Chen, C.T., 1984).  

Dalam sistem linear singular,  de-
gree pada polinomial karakteristik sistem 
loop tertutup dapat diubah dengan pemili-
han matriks K yang sesuai pada state 
feedback.  

Pada penempatan nilai eigen atau 
penempatan kutub untuk sistem linear 
singular, yang menjadi permasalahan da-
lam hal ini adalah penentuan state-feed-
back matriks K sedemikian hingga  

det[Es–A+BK] =  ≠ 0  

dengan  dan s saling independent atau 
saling bebas. Dalam hal ini nilai eigen 
infinite akan dibentuk sedemikian sehingga 
nilai-nilai eigen infinite ditempatkan agar 
sistem tidak mempunyai nilai-nilai eigen 
infinite dengan memberikan state-feedback 
yang sesuai. 
Diberikan state-feedback  

u(t) = v(t) – Kx(t),                 (2) 

dengan vR
m
 vektor input baru; KR

mxn 
 

matriks yang dicari.  
Kemudian dari (1) dan  (2) diperoleh  

  )()()()( tBvtxBKAtxE   (3) 

Ambil R
nxm

[s] himpunan polinomial matriks 
berukuran nxm dalam s dengan koefisien 

real dan U(s)R
nxn

[s] dengan detU(s) = .   
Selanjutnya dibentuk polinomial matriks 
sebagai berikut 

 [Es – A]X + BY = U(s)          (4) 
Yang menjadi permasalahan adalah:  

Cara menentukan formulasi ma-

triks K sehingga det [Es – A + BK] =   0        
Syarat perlu dan cukup keber-

adaan solusi pada persamaan (4) dan 
menentukan  solusinya. 
 
METODA 

Beberapa sifat matriks yang 
penting (Cullen,1966)  adalah sebagai ber-
ikut: Setiap matriks A berukuran nxn ekui-
valen dengan suatu matriks   diag[Ir , 0] 
yaitu terdapat matriks nonsingular P dan Q 
sehingga:    

QAP  = diag[Ir , 0]   dan    r = rankA. 

Untuk matriks A,BR
nxn

  maka 

matriks A similar dengan B ( ditulis A  B ) 

jika terdapat matriks nonsingular PR
nxn 

 
yang memenuhi B = P A P

-1
. Similaritas 

merupakan kejadian khusus dari relasi 
ekuivalensi, jadi jika dua atau lebih untuk 
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matriks-matriks yang similar mempunyai 
rank sama. 

Sistem linear normal berbentuk              

x  = Ax + Bu terkontrol jika terdapat suatu 

state-feedback berupa matriks K sehinga 
memenuhi det[Ins – A + BK] = p(s)  
dengan p(s) = s

n
 + an-1s

n-1
 + …+ a1s + a0 

sebarang polinomial dengan degree n 
sesuai degree sistem. Dengan mengganti 
K maka dapat dimodifikasi koefisien a0. a1, 
a2, ..., an-1, tetapi tidak dapat merubah 
degree n pada polinomial yang ditentukan 
oleh matriks Ins (Olsder, 1994). 

Pada sistem linear singular time 
invariant diasumsikan bahwa sistemnya 
regular, untuk menjamin keberadaan dan 
ketunggalan solusi sistem sehingga sistem 
dapat dibawa kebentuk dekomposisi 
standar sistem (Dai, 1988 dan Suryowati, 
2002). 

Pada makalah berjudul Feedback 
Design for Regularizing Descriptor Sys-
tems (Bunse et al, 1999) dibahas tentang 
rancangan feedback sistem linear singular 
untuk bentuk sistem Dekomposisinya 
dengan menggunakan dekomposisi singu-
lar sistem.  

Definisi 1. (Gantmacher, 1960), 
matriks pencil (E,A)  regular  jika terdapat 

konstanta skalar sC  sedemikian sehing-

ga polinomial  AsE   0 . 

Lemma 2, matriks pencil (sE-A) 
regular  jika dan hanya jika terdapat matrix 
Q dan P nonsingular sehingga QEP =diag 

(
1nI , N) dan QAP = diag( A1 , 

2nI ) , dengan  

 n1 + n2 = n,  A1 11xnnR ,N 22xnnR  nilpoten.  
  

Melalui transformasi x = P 








2

1

x

x
 dan dengan 

menerapkan Lemma 2 sehingga diperoleh 
bentuk standar dekomposisi sistem linear 
singular, sebagai  berikut:  

x 1(t) = A1x1(t) + B1u(t) ,  
y1(t) =  C1x1(t)                       (5.a) 
N x 2(t)  = x2(t) + B1u(t),   
y2(t) = C2x2(t)                        (5.b) 

dengan CP  = [ C1 , C2 ] ; QB = 









2

1

B

B
 ; 

xnnRB 1
1  ; xnnRB 2

2  ; x1 1nR ; x2 2nR . 

Persamaan (5.a) merupakan susb-
sistem pertama yang sering disebut 
subsistem normal atau subsistem pertama, 

sedangkan persamaan (5.b) merupakan 
subsistem kedua dan sering disebut sub-
sistem linear singular khusus dengan N  
matriks nilpoten berindeks k. (Dai (1988) 
dan Suryowati (2002)). 

Definisi 3, sistem Pada (1) Disebut 
Terkontrol  Jika Untuk Setiap T1>0, X1(0), 

WR
n
 Terdapat Masukan Kendali U(T) 

R
m
 Yang Memenuhi  

x(t1) = 








)(

)(

12

11

tx

tx
= w 

Selanjutnya diberikan matriks  

1 = [B1 , A1B1 , 
2
1A B1 , … , 

1n
1

1A


B1]  dan 

2 = [B2 , NB2 , N
2
B2 , … , N

h-1
B2] yang 

didefinisikan sebagai matriks controllability 
untuk subsistem (5.a) dan subsistem (5.b). 

Didefinisikan Im = Im1  Im2  

dengan Im subruang controllability sis-

tem, Ims subruang controllability sub-

sistem pertama dan Imf subruang con-
trollability subsistem kedua. (Cobb, 1984) 

Teorema berikut memberikan sifat-
sifat controllability system linear singular  
diambil dari Dai (1988). 

Teorema  4, subsistem pertama 
pada persamaan (5.a) controllable jika dan 
hanya jika rank[sE-A, B] = n, untuk setiap 

sC  dan  s berhingga. 

Subsistem kedua pada persamaan 
(5.b) controllable jika dan hanya jika rank[ 
E , B ] = n 

Sistem linear singular controllable 
jika dan hanya jika kedua subsistem pada 
persamaan (5.a) dan persamaan  (5.b) 
controllable. 

Misal pada sistem linear singular  
diberikan state-feedback :  

u(t) = v(t) – Kx(t) 

dengan vR
m
 vektor input baru dan 

KR
mxn 

 matriks yang ditentukan, dengan 
demikian dari state-feedback tersebut, 
diperoleh sistem loop tertutup : 

)()()()( tBvtxBKAtxE    (6)                                       

Sehingga matriks K sangat mempengaruhi 
sistem loop tertutup tersebut, yaitu pada 
penempatan nilai eigen infinite sedemikian 
hingga sesuai dengan yang diharapkan 
pada sistem linear singular. 

Misal R
nxm

[s] himpunan polinomial 
matriks berukuran nxm dalam s dengan 

koefisien bilangan real dan U(s)R
nxn

[s] 

dengan det U(s) =  dan   
U(s) = [Es – A + BK] 
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Sehingga det [Es – A + BK] = , dapat ditu-
lis kembali dalam bentuk 

det   )(det, sU
K

I
BAEs

n






















  

det([Es – A].In + BK) = detU(s)  
atau  
         [Es – A].X + BY = U(s)           (7) 
dengan X = In , Y = K.  

Persamaan (7) merupakan bentuk 
persamaan polinomial matriks, sehingga 
jika diberikan matriks E, A, B dan U(s) 

dengan detU(s) = , maka solusi X, Y pada 
persamaan tersebut dapat ditentukan.  

Lemma 5  ( Dai, 1988), Terdapat 
matriks K sedemikian sehingga sistem loop 
tertutup (6), tidak punya   kutub-kutub infi-

nite jika dan hanya jika  deg(sE - ( A-

BK)) = rank E 
Teorema 6 (Dai, 1988), Sistem 

linear singular persamaan (1), sistem loop 
tertutup persamaan (6) tidak punya kutub-
kutub infinite jika dan hanya jika sistem 
tersebut impulse controlability yakni dapat 
ditiadakan term impulsnya dengan mem-
berikan state proportional murni kontrol 
feedback. 
 
PEMBAHASAN 

Penempatan Nilai Eigen Infinite 
pada Sistem Linear Singular, Menurut Dai 
(1989), Kaliath (1980), Wonham (1979), 
Kaczorek (1993) dan Kučera (1981), jika 
sistem linear singular bersifat terkontrol 
maka terdapat suatu state-feedback ver-
bentuk matriks K sehingga  det(Es–A+BK) 
= p(s) dengan   

p(s) = s
n
 + an-1s

n-1
 + … + a1s + a0   

sebarang polinomial dengan degree n 
sesuai degree sistem. Dengan mengubah 
bentuk matriks K maka polinomial p(s) 
dapat dimodifikasi melalui perubahan pada  
koefisien a0. a1,..., an-1, tetapi tidak meng-
ubah degree polinomialnya yang ditentu-
kan oleh matriks Ins. Pada sistem linier 
singular juga dapat diubah derajat polino-
mial karakteristik loop tertutup melalui 
pemilihan matriks state-feedback K yang 
sesuai. Lebih jauh akan dibahas penen-
tuan state-feedback matriks K sedemikian 

sehingga       det(Es – A + BK) =  ≠ 0  

dengan  dan s saling independen. 
Penempatan nilai eigen infinite sis-

tem linear singular identik dengan penem-
patan nilai kutub-kutub infinite sistem, yang 

penting dalam efektivitas  sifat-sifat dina-
mik dan sifat-sifat statik pada sistem linear 
singular waktu invariant. Penempatan nilai 
eigen infinite diharapkan dapat merubah 
sifat sistemnya melalui input kontrol se-
hingga sistem loop tertutupnya memiliki  
sifat-sifat yang diharapkan.  

Diberikan sistem (1) terkontrol atau 
terkendali artinya kedua subsistem terken-
dali jika dan hanya jika rank[Es– A , B] = n, 

untuk semua finite sC  dan rank[E, B]= n. 

Berikut lemma yang mendasar 
untuk menentukan matriks K sedemikian 

sehingga det[Es – A + BK] =                                                                                                                            
Lemma  7, Jika sistem linear 

singular (1) reguler, maka terdapat matriks 
ortogonal U dan V sedemikian sehingga   

U[Es – A]V =  












00

11

0

*

AsE

AsE
,   

UB = 








0

1B
          (8) 

dengan E1, A1 11xnnR ,  E0, A0 00xnn
R , 

B1
xmnR 1 , subsistem (E1, A1, B1) terken-

dali, pasangan matriks (E0, A0) regular, E1 

matriks segitiga atas. Dan matriks-matriks 
E1, A1 dan  B1 membentuk sebagai berikut: 
E1s – A1   =  







































kkkkkk

kkkk

kkkk

kkkk

AsEA

AsEAsEA

AsEAsEAsEA

AsEAsEAsEAsE

1,

331,31,332

221,21,2222221

111,11,112121111

00

0











 

, B1= 



















0

0

11



B

                                        (9)     

dengan ji nxn
ijij RAE , , i,j = 1, 2, 3, ...., k 

dan xmniRB 11
, 1

1

nn

n

i

i 


 

untuk B11 , A21 , ... , Ak,k-1 merupakan 

matriks rank baris penuh dan 
kkEE ,,22   

matriks-matriks nonsingular. 
Teorema  8, diberikan sistem 

linear singular (1) reguler dan matriks 
E,A,B dapat ditransformasikan ke bentuk 
(8) dan (9). Maka terdapat suatu matriks K  
yang memenuhi  

det[Es – A + BK] =   
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 jika dan hanya jika  
Subsistem (E1, A1, B1) singular, 

artinya det E1 = 0                           (10.a) 
Jika n0>0 maka degre polinomial 

det[E0s–A0]=0 atau   
       deg{det[E0s–A0]}=0 ,  n0>0 (10.b)  

Bukti : Syarat perlu (),dari persamaan (8) 
dan persamaan (9) diperoleh 
det[Es – A +BK]  

         = detU
-1

DetV
-1 

x det[E1s–A1+B1 K ]) 

            (det[E0s–A0])=                     (11)    

dengan K = KV R
mxn

 dan  
        det[E0s – A0 ] = 1  jika n0 = 0.  
Dari (8)  yang mengikuti kondisi (11) ber-
laku hanya jika kondisi (10.a) dan (10.b)  
terpenuhi. 

Syarat cukup (), untuk kasus input 
tunggal ( m = 1). 

E1 = 





















11

1

1

00

0 222

11211

nn

n

n

e

ee

eee









 

A1 = 































1111

11

11

11

1

31332

2122211

1111211

00

0

nnnn

nn

nn

nn

aa

aaa

aaaa

aaaa











  

B1 = b1 = 



















0

0

11



b

                          (12) 

Dengan e11 ≠ 0, ai,i-1 ≠ 0 untuk i = 2, 
3, … , n1 dan b11 ≠ 0. Karena kondisi dari 
pernyataan diketahui detE1 = 0  maka 
berakibat e11 = 0. Perkalian matriks  [E1s – 
A1 ,  B1] dengan suatu matriks ortogonal 
pada operasi baris P1, memungkinkan 

dapat membuat entri e12, e13, … , 
11ne pada 

E1 nol, karena eii ≠ 0,   yaitu sebagai 
berikut 























11

1

00

0

00

222

11

111

nn

n

e

ee

e

EPE









       (13) 

reduksi pada A1 dengan matriks P1  
diperoleh sebagai berikut 

































1111

11

11

11

1

31332

2122221

1111211

111

00

0

nnnn

nn

nn

nn

aa

aaa

aaaa

aaaa

APA











 ;   

1111 bbPb                                        (14) 

 
Ambil       

 
11 1111211

11
1 1

1
nn aaaa

b
k    (15) 

Dengan menggunakan (11), (14), dan(15) 

diperoleh  det  1111 kbAsE    =  

111111

1111

1111

1

33131332

221212222221

00

0

1000

nnnnnn

nnnn

nnnn

asea

aseaea

aseaseasea























a21

a31 … 
1, 11 nna   =   

dengan  

         1
001 ]det[detdetdet  AsEPVU  

Selanjutnya ambil  

          EAAABK k
ˆ,,, 11211

1
1    .   (16) 

Pilih matriks mxnREˆ  dalam (16)   
sehingga 

  Ê  = KBAsE 111   = 





















 





*00

**0

***

)1(000

1,1

32

21

1

l

l

a

a

a

h











                    (17) 

dengan  h =  
caaa ll

l

13221

1)1(








 dan 

c = det U
-1

det V
-1

det ]det[ 00

1

1 AsEP 
. 

Dengan menggunakan (11), (16) dan (17)  
maka diperoleh 

det[Es – A + BK] = c det  KBAsE 111     

                           =                      (18)  
Contoh 1. 
Diberikan matriks-matriks pada sistem (1) 

sebagai berikut E = 























1000

1100

2110

0120

, 

A=























1200

1101

0210

1011

, B=



















00

00

10

01

    

Tentukan matriks K sedemikian sehingga  

det[Es – A + BK] =  dengan  = 1. 
Penyelesaian:Ditunjukkan bahwa sistem-
nya regular yaitu memenuhi: 



JURNAL TEKNOLOGI TECHNOSCIENTIA                                     ISSN: 1979-8415 
Vol. 5 No. 1 Agustus  2012 

 

46 

 

Det(sE-A) = 

1200

1101

2210

1121









s

ss

sss

ss

 

=(1-2s)(s-1)
2
  0 

Matriks E, A dan B di atas dapat disajikan  
pada persamaan (8) dan (9) dengan                

E1 = E, A1 = A, B1=B, n1=n=4, 1n =2, 

32 nn  =1, m = 2 dan  

E11= 








10

20
, E12= 









1

1
, E13= 









2

0
, E22=[1],  

E23=[-1] , E33=[1] 

A11= 






 

10

11
, A12= 









2

0
, A13= 









0

1
,  

A21=[-10], A22=[1], A23=[-1], A32=[2], A33=[1], 

B11= 








10

01
. 

Mengguanakan operasi elementer baris 
dan kolom maka diperoleh  

P1 = 























1000

0100

1110

1321

dan  

 111 ,BAsE  =P1[Es – A, B]  

=























1000

0100

1110

1321

x



























001200

001101

102210

011121

s

ss

sss

ss

 

=



























001200

001101

102111

215534

s

ss

s
 

Dengan perhitungan, maka dalam kasus ini 
diperoleh  















5,0000

0010
Ê  

Dari APA 1 , diperoleh 

  













2111

5534
131211 AAA  

Dari BPB 1 , diperoleh 








 


10

21
1B dan menggunakan 

persamaan (16) diperoleh 

K =   EAAABK ˆ
131211

1
1    

K = 












5,,2111

0322
 

Selanjutnya dicek bahwa : 

sE-A+BK = 

1200

1101

5,221

13121









s

ss

sss

ss

=1 

 
Menentukan Solusi Persamaan,        

[Es– A]X + BY = U(s), diberikan persama-
an polinomial matriks berbentuk  [Es– A]X 
+ BY = U(s) untuk matriks  U(s) dan 

detU(s) = . Selanjutnya akan ditentukan 
solusi polynomial tersebut, jika matriks-
matriks E, A dan B diketahui yang 
kaitannya dengan system linear singular. 

Teorema berikut  mendasari ke-
beradaan solusi persamaan polinomial 
matriks, yaitu menyangkut syarat perlu dan 
cukup keberadaan solusi.  

Teorema 9, persamaan polinomial 
matriks berbentuk  [Es – A]X + BY = U(s) 

untuk matriks  U(s)  dan detU(s) =  
mempunyai solusi hanya jika  rank[Es – A, 

B] = n  untuk Cs  , dengan s  berhingga 

dan  D=Es–U(s)  matriks real yang in-
depen-den terhadap s. 

Bukti: Persamaan  

Es – A + BK =   









K

I
BAEs

n
,  sehingga  

det [Es – A + BK]  = det   









K

I
BAEs

n
,  

dengan menerapkan  

det[Es – A + BK] =   diperoleh   

det[Es – A + BK] = det   









K

I
BAEs

n
,  =  

sehingga  rank[Es – A, B] = n. Kemudian 
dari persamaan  [Es-A]X + BY = U(s)    
dan  untuk X = In ; Y = K    diperoleh  
 Es – U(s) = A – BK . 

Jika diambil Es – U(s) = D nxnR   
maka Es – U(s) = A – BK = 

D nxnR Lebih lanjut persamaan polinomial 
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tersebut  mempunyai solusi  X = In dan  Y = 

K hanya jika Es – U(s) = DR
nxn

 
Matriks E, A dan B pada persama-

an (4) mempunyai solusi jika memenuhi 
kondisi Teorema 9 ,rank[Es – A, B] = n 
untuk semua berhingga Cs   dan               

D = Es – U(s) matriks real yang tidak me-
muat s. Jika sistem persamaan linear 
singular dengan koefisien matriks E,A,B 
terkendali (controllable) maka dengan 
Lemma 7 terdapat matriks nonsingular P 
dan Q sedemikian sehingga  

PEQE 
~

= 





















kk

k

k

E

EE

EEE

~
00

~~
0

~~~

222

11211









,  

PAQA 
~

= 































kkkk

kk

kk

kk

AA

AAA

AAAA

AAAA

~~
00

~~~
0

~~~~

~~~~

1,

31,332

21,22221

1111211











, 

B
~

 = PB = 





















0

0

~
1



B

                                      (19) 

Dengan 11
~~

1,

~

1

~
,

~
 

ii nxn
ii

xmn RARB , i 

= 2,...,k matriks rank baris penuh dan 
ii nxn

ii RE
~~~

    matriks nonsingular.   

 
Teorema 10, diberikan matriks E, 

A, B yang memenuhi asumsi rank[Es – A, 
B] = n dan rank [E, B] = n untuk semua 

berhingga Cs   juga memenuhi Es–U(s) = 

A–BK=D  dengan D nxnR . Dan matriks E, 
A ,B dapat ditransformasi dengan matriks 
nonsingular P, Q sedemikian memenuhi  
(19).  Maka persamaan (4) mempunyai 
solusi X dan Y  yang memenuhi  X = In dan   

Y = K   jika dan hanya jika   22

~~
AD                       

Bukti, syarat perlu ()  
persamaan [Es – A]X + BY = U(s) mem-
punyai solusi X dan Y  yang memenuhi  X 

= In dan   Y=K maka dipenuhi 22

~~
AD 

 
Un-

tuk membuktikan syarat perlunya dengan 

membuktikan berlakunya 22

~~
AD  ,   sebgai 

berikut mengalikan persamaan  
[Es-A] In + BK = U(s) dengan 

matriks nonsingular P dan Q diperoleh 
P {[Es-A] In + BK} Q = PU(s)Q 
P[Es-A]Q + PBKQ =  PU(s)Q 

PEQ s – PAQ + PB.KQ = PU(s)Q 

 )(
~~~~~

sUKBAsE     , dengan 

KQK 
~

 dan QsPUsU )()(
~

                 (20) 

Kemudian dari  

P[Es – U(s)]Q = PDQ = )(
~~~

sUsED    

dan D matriks real maka D
~

 juga matriks 
real. 

Diberikan  













2

1
~

~
~

D

D
D  , 














2

1
~

~
~

A

A
A  dengan 

xnnnxnn RADRAD )
~

(
22

~

11
11

~
,

~
,

~
,

~ 
 . 

Dari (19) dan (20) diperoleh   

KBAD
~~~~

   

sehingga K
B

A

A

D

D ~

0

~

~

~

~

~
1

2

1

2

1






































       

dengan demikian diperoleh  

KBAD
~~~~

111   dan 
22

~~
AD 

       
(21) 

 

Sayarat cukup ( ), Jika diasumsikan   

Es – U(s) = A – BK = D nxnR  
dipenuhi maka D merupakan matriks real 

dan demikian juga D
~

 matriks real. Matriks 

1

~
B  adalah nonsingular dan dari (20) 

diperoleh  ]
~~

[
~~

11
1

1 DABK    dan  

Y = K = 
1

11

1

1

1 ]
~~

[
~~   QDABQK      (22) 

Contoh, Diberikan persamaan matriks 
berikut:   

































































120

00

111

0

1

0

120

121

111

s

s

YX

s

s



 
Dengan s berhingga dan  konstanta 
sebarang. Tentukan solusi persamaan di 
atas. Langkah-langkah penyelesaian 
sebagai berikut: merubah persamaan  

































































120

00

111

0

1

0

120

121

111

s

s

YX

s

s



 
kebentuk persamaan  
        [Es – A]X + BY = U(s). 

  Sehingga diperoleh persamaan,  
 
































































































120

00

111

0

1

0

120

121

111

00

000

00

s

s

YX

s

s

s 

 
Dengan matriks E, A, B dan U(s) pada  
persamaan   
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E = 

















010

000

100

  , A = 





















120

121

111

 ,  B = 

















0

1

0

,   

U(s) = 























120

00

111

s

s

  dan det U(s) =  

Menggunakan Teorema 9, diperik-
sa apakah persamaan tersebut mempunyai 
solusi, Rank[Es – A, B] = 

      = rank [s

















010

000

100

-





















120

121

111

, 

















0

1

0

] 

       = rank























0120

1121

011

s

s
 = 3 = n , 

 Cs  , s berhingga. 

Matriks D = Es – U(s)  

D = s

















010

000

100

– 























120

00

111

s

s





















120

00

111

  

 
Terlihat matriks D merupakan ma-

triks real yang bebas dari s. Dengan demi-
kian berdasarkan Teorema 9 menunjukkan 
bahwa polinomial matriks tersebut mempu-
nyai solusi. 

Menentukan solusi menggunakan 
Teorema 10, matriks-matriks nonsingular 

P,QR
3x3

 menggunakan operasi baris 
elementer dan operasi kolom elementer, 
untuk membentuk matriks yang ekuivalen 

dengan matriks E yaitu matriks 

















100

010

000

 

dan matriks P juga Q berbentuk sebagai 
berikut  

P = 

















100

001

010

 dan Q = 

















010

100

001

 

sehingga PEQE 
~

 



















100

001

010

















010

000

100

















010

100

001

=  

PEQE 
~



















100

010

000

 

PAQA 
~

=  

=

















100

001

010





















120

121

111

















010

100

001

 

= 





















210

101

211

= 







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Dari bentuk transformasi tersebut terlihat 
memenuhi Teorema  10,  yaitu  

        









210

101~~
22 AD  

Maka persamaan [Es – A]X + BY = U(s) 
mempunyai solusi X dan Y  yang memenu-
hi  X = In dan   Y = K   

Selanjutnya menentukan matriks K 
dengan menggunakan rumus pada persa-
maan (22) 

K = 1
11

1
1

1 ]
~~

[
~~   QDABQK

 

    = 1 {[ 1 -1  2] - [ 0   0      ] } 
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K = [ 1  -1   2- ]
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K =   [ 1  ,  2 -   , -1 ] 
 
Jadi solusi persamaan di atas adalah  

     X = I3  dan Y = K = [ 1  ,  2 -   , -1 ] .  
 
KESIMPULAN   

Dari pembahasan di atas dapat 
disimpulkan bahwa: jika diberikan sistem 
linier singular (1) dan state-feedback       
u(t) = v(t) - Kx(t) dengan v(t) vektor input 
baru, maka sistem loop tertutup menjadi 

E x (t) = (A – BK)x(t) + Bv(t).  Jika diberi-

kan matriks E, A dan B untuk sistem terse-

but dan skalar  ≠ 0 yang tak bergantung 
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pada s, dapat ditentukan matriks K sehing-

ga det(Es-A+BK) = ,  dengan matriks K= 
1

11
1

1
1 ]

~~
[

~~   QDABQK    

Polinomial [Es – A]X + BY = U(s) 
mempunyai solusi hanya jika   rank[Es – A, 

B] = n untuk Cs  , dengan s berhingga  

dan  D = Es – U(s) matriks real yang inde-
penden terhadap s. Kemudian jika system 
terken-dali dan matriks Es – U(s) = A – BK 

= D nxnR  serta matriks E, A, B dapat 
ditransformasi dengan matriks nonsingular 
P, Q sehingga memenuhi persamaan (19). 
Dengan demikian polinomial matriks ver-
bentuk  [Es – A]X + BY = U(s) mempunyai  
solusi X dan Y  yaitu  X = In dan Y = K  jika 

dan hanya jika 22

~~
AD    .                   
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