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ABSTRACT 

 

The bilinear control systems are widely used in engineering and chemistry to model dynamics 

because it has better approach and performance than linear control systems. However, 

assumptions and limitations in modeling will result in uncertainty factors, namely in the form 

of uncertain parameters and disturbance functions. This article discusses the control design 

of a second-order bilinear control system in the presence of a noise function. It is assumed 

that the system has a relative degree of 2 and the noise function only affects the dynamics 

with the control function. The bilinear control system is assumed to have a relative degree of 

two so that it can be transformed exactly into a normal form using a feedback transformation. 

The control design is based on a linear system using the backstepping method. The simulation 

results show that the control function obtained can carry the system output from the starting 

point to the origin in a relatively short time. 

Keywords : backstepping, relative degree, noise function, bilinear control system, feedback 

linearization 

 

INTISARI 

 

Sistem kontrol bilinear banyak digunakan dalam teknik dan kimia untuk memodelkan dinamika 

karena memiliki pendekatan dan kinerja yang lebih baik daripada sistem kontrol linier. Namun asumsi 

dan keterbatasan dalam pemodelan akan menghasilkan faktor ketidakpastian, yaitu berupa 

parameter taktentu dan fungsi gangguan. Pada artikel ini dibahas tentang desain kontrol pada sistem 

kontrol bilinier berorde dua dengan adanya fungsi gangguan. Diasumsikan sistem memiliki derajat 

relatif dua dan fungsi gangguan hanya berpengaruh pada dinamik variabel keadaan yang dikontrol. 

Sistem kontrol bilinier diasumsikan memiliki derajat relatif dua sehingga dapat ditransformasi secara 

eksak menjadi bentuk normal menggunakan transformasi umpan balik. Desain kontrol dilakukan 

berdasarkan sistem linier menggunakan metode backstepping. Hasil simulasi menunjukkan bahwa 

fungsi kontrol yang diperoleh dapat membawa luaran sistem dari titik awal menuju titik asal dalam 

waktu yang relatif singkat. 

Kata kunci : backstepping, derajat relatif, fungsi gangguan, kontrol biliniear, linierisasi umpan balik    

 

 

PENDAHULUAN 

Sistem kontrol bilinier merupakan salah satu bentuk sistem kontrol taklinier yang paling 

sederhana yang diperkenalkan oleh Mohler (Elliott, 2009). Kajian mendalam tentang sistem kontrol 

bilinier dapat dijumpai pada (Mohler, 1973) dan (Bruni dkk., 1974). Sistem ini banyak digunakan 

dalam bidang teknik dan sosial karena sistem ini memiliki kelebihan dibandingkan sistem kontrol 

linier. Sistem kontrol bilinier dapat menghampiri sistem kontrol taklinier lebih baik dibandingkan 

sistem kontrol linier dan memiliki performa yang baik linier (Gerard dkk., 2010). Beberapa contoh 

penggunaan sistem kontrol bilinier dewasa ini dapat dilihat pada (Ramezanpour dkk., 2012) untuk 

penggunaan kontrol optimal secara iteratif pada sistem kontrol bilinier, pada (Bichiou dkk., 2018) 

yang mengaplikasikan kontrol optimum pada boost converter, dan pada (Nguyen dkk., 2019) untuk 

pemodelan dan kontrol gerak kapal. 

Penerapan sistem kontrol bilinier pada permasalahan nyata merupakan salah satu proses 

dalam pemodelan. Dalam proses pemodelan seringkali dilakukan penyederhanaan dan juga 

terdapat beberapa parameter model yang nilainya tidak diketahui secara pasti. Hal ini menyebabkan 

adanya ketidakpastian pada model matematika (Shi dkk., 1999). Pada (Shi dkk., 1999), faktor 
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ketidakpastian dapat dinyatakan dengan parameter taktentu dan menggunakan fungsi gangguan 

pada sistem. Pada (Gerard dkk., 2010), fungsi gangguan diasumsikan tidak terjadi pada sistem 

melainkan pada luaran sistem dan kontrol didesain menggunakan metode robust. Pada (Kim & Lim, 

2003), juga digunakan kontrol robust dengan fungsi biaya berupa fungsi Lyapunov serta 

menggunakan hampiran untuk menghitung nilai persamaan Riccati. 

Pada artikel ini dibahas tentang desain kontrol untuk stabilisasi sistem kontrol bilinier dengan 

fungsi gangguan. Sistem diasumsikan memiliki derajat relatif dua sehingga sistem dapat 

ditransformasi secara eksak menggunakan transformasi umpan balik masukan-luaran menjadi 

sistem normal. Fungsi gangguan diasumsikan hanya terdapat pada variabel yang mengandung 

fungsi kontrol. Fungsi gangguan juga diasumsikan diketahui dan nilainya terbatas. Desain kontrol 

dilakukan dengan metode backstepping yang didesain berdasarkan sistem hasil transformasi 

menggunakan umpan balik masukan-luaran.  

Artikel ini disusun dengan sistematika berikut. Setelah ini, diberikan metode penelitian yang 

menerangkan tahapan dalam penelitian dan teori yang digunakan. Berikutnya adalah hasil dan 

pembahasan yang berisi hasil utama dalam penelitian. Pada hasil utama dijelaskan desain kontrol 

dan kestabilan yang diperoleh dari sistem yang diteliti. Simulasi numerik dengan dua contoh juga 

diberikan pada bagian ini. Terakhir adalah kesimpulan yang merangkum seluruh bagian dari artikel. 

 

METODE PENELITIAN 

Penelitian ini dilaksanakan secara studi literatur dan simulasi komputasi. Objek yang 

menjadi bahan penelitian adalah sistem kontrol bilinier yang mengandung fungsi gangguan. Secara 

garis besar, prosedur penelitian dilakukan berdasarkan tahapan pada Gambar 1. 

 

 Mulai  

   

 Sistem Kontrol Bilinier  

   

 Linierisasi eksak berdasar umpan balik  

   

 Bentuk normal  

   

 Desain kontrol backstepping  

   

 Simulasi numerik  

   

 Selesai  

 Gambar 1. Alur tahapan penelitian desain kontrol bilinier  

Sistem kontrol bilinier yang mengandung fungsi gangguan akan dilinierisasi menggunakan 

teknik input-output feedback linearization (IOFL) menjadi bentuk normal. Berdasarkan bentuk 

normal yang diperoleh, didesain fungsi kontrol yang menstabilkan sistem kontrol bilinier 

menggunakan metode backstepping. Metode ini dilakukan secara iteratif dengan melakukan 

transformasi variabel kontrol virtual dan variabel keadaan yang baru dengan terus memperhatikan 

kestabilan menggunakan fungsi Lyapunov. Fungsi kontrol yang telah diperoleh akan dikembalikan 

ke sistem awal menggunakan transformasi yang telah didefinisikan. Hasil ini kemudian 

disimulasikan untuk melihat dinamika variabel keadaan yang telah dikontrol. 

Beberapa teori diperlukan untuk menyelesaikan penelitian ini, meliputi input-output 

feedback linearization (IOFL) dan kontrol backstepping.  Misalkan diberikan fungsi kontrol taklinier,  

 

𝒙̇(𝑡) = 𝒇(𝒙(𝑡)) + 𝑢(𝑡)𝒈(𝒙(𝑡))  (1) 
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dengan 𝒇(𝒙) ∈ ℝ𝑛  adalah fungsi keadaan, 𝒈(𝒙) ∈ ℝ𝑛   adalah fungsi faktor kontrol, 𝒙(𝑡) ∈ ℝ𝑛 

adalah variabel keadaan, 𝑢(𝑡) ∈ ℝ  adalah fungsi kontrol dan luaran sistem adalah 𝑦 = ℎ(𝒙). 
Turunan luaran 𝑦(𝑡) terhadap 𝑡 menghasilkan 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝜕ℎ(𝒙)

𝜕𝒙
(𝒇(𝒙) + 𝑢𝒈(𝒙)) 

 

Selanjutnya, didefinisikan turunan Lie dari luaran sistem terhadap variabel keadaan 

𝐿𝒇ℎ(𝒙) = 𝛻ℎ ⋅ 𝒇  dan 𝐿𝑔ℎ(𝒙) = 𝛻ℎ ⋅ 𝒈.  Didefinisikan bilangan derajat relatif 1 ≤ 𝜌 ∈ ℕ ≤ 𝑛 

merupakan bilangan yang memenuhi kondisi 

{
𝐿𝒈𝐿𝒇

𝑘−1ℎ(𝒙) = 0 , 𝑘 = 1,2,… , 𝜌 − 1

𝐿𝒈𝐿𝒇
𝜌−1ℎ(𝒙) ≠ 0

 
 

Diasumsikan bahwa sistem kontrol memiliki derajat relatif 𝑛. Didefinisikan transformasi yang 

mentransformasi sistem kontrol taklinier (1) menjadi bentuk normal 

 𝒛 = 𝑇(𝒙) =

[
 
 
 

ℎ(𝒙)

𝐿𝒇ℎ(𝒙)

⋮
𝐿𝒇

𝑛−1ℎ(𝒙)]
 
 
 

  

(2) 

Sistem normal diperoleh dengan menurunkan persamaan (2) terhadap 𝑡 sehingga didapatkan 

 𝒛̇ =

[
 
 
 
 

𝐿𝒇ℎ(𝒙)

𝐿𝒇
2ℎ(𝒙)

⋮
𝐿𝒇

𝑛ℎ(𝒙) + 𝑢𝐿𝒈𝐿𝒇
𝑛−1ℎ(𝒙)]

 
 
 
 

= [

𝑧2

𝑧3

⋮
𝛼(𝒛) + 𝛽(𝒛)𝑢

]  

(3) 

dengan 𝛼(𝒛) = 𝐿𝒇
𝑛ℎ(𝒙)  dan 𝛽(𝒛) = 𝐿𝒈𝐿𝒇

𝑛−1ℎ(𝒙).  Dengan mendefinisikan variabel kontrol yang 

baru, persamaan (3) dapat dituliskan dengan 

 𝒛̇ =

[
 
 
 
 
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
0 0 0 ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1
0 0 0 0 0]

 
 
 
 

𝒛 +

[
 
 
 
 
0
0
⋮
0
1]
 
 
 
 

𝜈  

(4) 

dengan 𝜈 = 𝛼(𝒛) + 𝛽(𝒛)𝑢(𝑡) merupakan variabel kontrol yang berlaku di sistem hasil transformasi 

pada persamaan (4) dan 𝑢(𝑡)  merupakan fungsi kontrol yang digunakan pada sistem awal 

persamaan (1). 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian ini akan dibahas tentang desain kontrol untuk sistem kontrol bilinier dengan 

fungsi gangguan menggunakan backstepping dan contoh simulasi.  

1 Desain Kontrol 

Diberikan sistem kontrol bilinier orde 2 dengan fungsi gangguan 

 

 𝒙̇(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑩𝒙(𝑡) + 𝑵𝜔(𝑡)  (5) 

 

dengan 𝑨, 𝑩 ∈ ℝ𝟐×𝟐 , 𝒙(𝒕) ∈ ℝ𝟐  adalah fungsi keadaan, 𝒖(𝒕) ∈ ℝ  adalah fungsi kontrol, 𝑵 ∈ ℝ𝟐 

adalah pembobot fungsi gangguan, 𝝎(𝒕) ∈ ℝ adalah fungsi gangguan dan luaran sistem diberikan 

oleh 𝒚(𝒕) = 𝒉𝒙(𝒕). Diasumsikan bahwa sistem memiliki derajat relatif 2 dan fungsi gangguan hanya 

berpengaruh pada variabel sistem yang mengandung kontrol.  

Menggunakan persamaan (1) dimana 𝒇(𝒙) = 𝑨𝒙 dan 𝒈(𝒙) = 𝑩𝒙 diperoleh 𝑳𝒇𝒉(𝒙) = 𝒉𝑨𝒙 

sehingga pemetaan persamaan (2) menjadi 

 𝒛 = 𝑇(𝒙) = [ 𝒉
𝒉𝑨

]𝒙  (6) 

 

Bentuk normal dari sistem persamaan (5) dengan transformasi (6) adalah 
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 {
𝑧̇1 = 𝑧2

𝑧̇2 = 𝛼(𝒛) + 𝑢(𝑡)𝛽(𝒛) + 𝑛̂𝜔(𝑡)
  (7) 

dengan 𝜶(𝒛) = 𝒉𝑨𝟐𝑻−𝟏𝒛, 𝜷(𝒛) = 𝒉𝑨𝑩𝑻−𝟏𝒛  dan 𝒏̂ = 𝒉𝑨𝑵.   

 

Selanjutnya adalah menstabilkan persamaan (7) dengan menggunakan metode 

backstepping.  Langkah pertama adalah menstabilkan variabel keadaan 𝒛𝟏 dengan menggunakan 

variabel kontrol virtual 𝒛𝟐. Pilih fungsi Lyapunov 𝑽𝟏(𝒛) =
𝟏

𝟐
𝒛𝟏

𝟐. Turunan fungsi Lyapunov 𝑽𝟏(𝒛) 
terhadap 𝒕 sehingga menghasilkan 

 𝑉̇1(𝒛) = 𝑧1𝑧2  
 

Untuk menstabilkan 𝒛𝟏  maka haruslah 𝑽̇𝟏(𝒛) < 𝟎 untuk setiap 𝒕 ≥ 𝟎. Misalkan 𝑽̇𝟏(𝒛) = −𝒓𝟏𝒛𝟏
𝟐 

untuk suatu 𝒓𝟏 ∈ ℝ+ maka didapatkan 𝒛𝟐 = −𝒓𝟏𝒛𝟏. Didefinisikan variabel keadaan baru 

 𝑤 = 𝑧2 + 𝑟1𝑧1.  
(8) 

Substitusikan persamaan (8) pada persamaan (7) akan menghasilkan 

 {
𝑧̇1 = 𝑤 − 𝑟1𝑧1

𝑧̇2 = 𝛼(𝑧1, 𝑤) + 𝑢(𝑡)𝛽(𝑧1, 𝑤) + 𝑛̂𝜔(𝑡)
  (9) 

Turunkan persamaan (8) terhadap 𝒕, 

 𝑤̇ = 𝑧̇2 + 𝑟1(𝑤 − 𝑟1𝑧1)  
 

lalu substitusikan pada persamaan (9) untuk menghasilkan sistem baru dalam koordinat (𝒛𝟏, 𝒘)  

 {
𝑧̇1 = 𝑤 − 𝑟1𝑧1

𝑤̇ = 𝑟1(𝑤 − 𝑟1𝑧1) + 𝛼(𝑧1, 𝑤) + 𝑢(𝑡)𝛽(𝑧1, 𝑤) + 𝑛̂𝜔(𝑡)
  (10) 

Langkah kedua adalah menstabilkan seluruh sistem persamaan (10) menggunakan kontrol 

𝒖(𝒕). Didefinisikan fungsi Lyapunov 𝑽𝟐(𝒛𝟏, 𝒘) =
𝒛𝟏

𝟐+𝒘𝟐

𝟐
.  Turunkan persamaan Lyapunov 𝑽𝟐(𝒛𝟏, 𝒘) 

terhadap 𝒕 sehingga dihasilkan 

 𝑉̇2(𝑧1, 𝑤) = 𝑧1𝑧̇1 + 𝑤𝑤̇.  
(11) 

Menggunakan persamaan (10), persamaan (11) akan menjadi 

 𝑉̇2(𝑧2, 𝑤) = −𝑟1𝑧1
2 + 𝑤(𝑧1 + 𝑟1(𝑤 − 𝑟1𝑧1) + 𝛼(𝑧1, 𝑤) + 𝑢(𝑡)𝛽(𝑧1, 𝑤)) + 𝑤𝑛̂𝜔(𝑡)  (12) 

Untuk menstabilkan seluruh sistem, perlu ditentukan nilai kontrol 𝒖(𝒕) agar 𝑽̇𝟐(𝒛𝟏, 𝒘) < 𝟎 untuk 

setiap 𝒕.  Diasumsikan terpenuhi 𝑽̇𝟐(𝒛𝟐, 𝒘) = −𝒓𝟏𝒛𝟏
𝟐 − 𝒓𝟐𝒘

𝟐 − 𝝍𝟐  untuk suatu 𝒓𝟏, 𝒓𝟐, 𝝍 ∈ ℝ+ 

maka didapatkan  

 𝑧1 + 𝑟1(𝑤 − 𝑟1𝑧1) + 𝛼(𝑧1, 𝑤) + 𝑢(𝑡)𝛽(𝑧1, 𝑤) = −𝑟2𝑤 + 𝜃  
(13) 

dengan   adalah fungsi yang perlu ditentukan agar 𝑽̇𝟐(𝒛𝟐, 𝒘) < 𝟎. Menggunakan persamaan 

(13), persamaan kontrol yang menstabilkan persamaan (10) adalah 

 𝑢(𝑡) =
−𝛼(𝑧1,𝑤)−𝑧1−𝑟1(𝑤−𝑟1𝑧1)−𝑟2𝑤+𝜃

𝛽(𝑧1,𝑤)
  

(14) 

Selanjutnya adalah menentukan nilai   yang memenuhi kondisi yang dibutuhkan. 

Substitusikan persamaan (13) pada persamaan (12) akan dihasilkan 

 𝑉̇2(𝑧2, 𝑤) = −𝑟1𝑧1
2 − 𝑟2𝑤

2 + 𝑤(𝑛̂𝜔(𝑡) + 𝜃)  
(15) 

Nilai   yang sesuai adalah nilai yang membuat 𝑽̇𝟐(𝒛𝟐, 𝒘) < 𝟎 selalu terpenuhi. Perhatikan bahwa 

𝒘(𝒏̂𝝎(𝒕) + 𝜽) < 𝟎 dipenuhi oleh dua suku persamaan yaitu 𝒘 dan 𝒏̂𝝎(𝒕) + 𝜽.  

• Jika 𝒘 < 𝟎  maka haruslah 𝒏̂𝝎(𝒕) + 𝜽 > 𝟎.  Jika nilai 𝒏̂𝝎(𝒕) > 𝟎  maka 𝜽 = |𝒏̂|𝝎𝒎𝒂𝒙 

memenuhi kondisi 𝒏̂𝝎(𝒕) + 𝜽 > 𝟎.  Sebaliknya, jika 𝒏̂𝝎(𝒕) < 𝟎  maka menggunakan 𝜽 =
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|𝒏̂|𝝎𝒎𝒂𝒙kondisi 𝒏̂𝝎(𝒕) + 𝜽 > 𝟎 masih terpenuhi karena 𝝎(𝒕)𝒎𝒂𝒙 untuk setiap 𝒕 ≥ 𝟎. Jadi, 

nilai   yang memenuhi untuk kasus ini adalah 𝜽 = |𝒏̂|𝝎𝒎𝒂𝒙  

• Jika 𝒘 > 𝟎  maka haruslah 𝒏̂𝝎(𝒕) + 𝜽 < 𝟎.  Jika nilai 𝒏̂𝝎(𝒕) > 𝟎  maka 𝜽 = −|𝒏̂|𝝎𝒎𝒂𝒙 

memenuhi kondisi 𝒏̂𝝎(𝒕) + 𝜽 < 𝟎  karena 𝝎(𝒕)𝒎𝒂𝒙  Sebaliknya, jika 𝒏̂𝝎(𝒕) < 𝟎  maka 

menggunakan 𝜽 = −|𝒏̂|𝝎𝒎𝒂𝒙kondisi 𝒏̂𝝎(𝒕) + 𝜽 < 𝟎 masih terpenuhi. Jadi, nilai   yang 

memenuhi untuk kasus ini adalah 𝜽 = −|𝒏̂|𝝎𝒎𝒂𝒙  

Berdasarkan kedua kondisi ini, nilai   yang sesuai adalah 

 𝜃 = −sign(𝑤)|𝑛̂|𝜔𝑚𝑎𝑥  
(16) 

Substitusikan nilai   persamaan (16) pada persamaan (15) sehingga dihasilkan 

 𝑉̇2(𝑧2, 𝑤) = −𝑟1𝑧1
2 − 𝑟2𝑤

2 + 𝑤(𝑛̂𝜔(𝑡) − sign(𝑤)|𝑛̂|𝜔𝑚𝑎𝑥())  
(17) 

Oleh karena 𝒘 = sign(𝒘)|𝒘| dan 𝒏̂ = sign(𝒏̂)|𝒏̂| maka persamaan (17) menjadi 

 𝑉̇2(𝑧2, 𝑤) = −𝑟1𝑧1
2 − 𝑟2𝑤

2 + |𝑤||𝑛̂|(sign(𝑤)sign(𝑛̂)𝜔(𝑡) − 𝜔𝑚𝑎𝑥())  
 

Karena 𝝎(𝒕)𝒎𝒂𝒙  untuk setiap 𝒕 ≥ 𝟎  maka sign(𝒘)sign(𝒏̂)𝝎(𝒕) − 𝝎𝒎𝒂𝒙  dan mengakibatkan 

𝑽̇𝟐(𝒛𝟐, 𝒘) < 𝟎 untuk setiap 𝒕 ≥ 𝟎.   

Kontrol persamaan (14) merupakan kontrol yang berlaku untuk sistem persamaan (10). 

Untuk dapat digunakan bagi sistem (5), perlu dilakukan transformasi variabel baru ke variabel 

keadaan awal. Menggunakan transformasi pada persamaan (8) untuk transformasi (𝒘, 𝒛𝟏) , 

persamaan (6) untuk transformasi variabel keadaan (𝒛, 𝒙) serta nilai   pada persamaan (16), 

didapatkan fungsi kontrol 

 𝑢(𝑡) =
−𝛼(𝒙)−[(1+𝑟1𝑟2) (𝑟1+𝑟2)]𝑻𝒙−sign([𝑟1 1]𝑻𝒙)|𝑛̂|𝜔𝑚𝑎𝑥

𝛽(𝒙)
  (18) 

 

3.1 Contoh simulasi 

Contoh 1. Diberikan sistem kontrol bilinier 𝒙̇ = 𝑨𝒙 + 𝑢𝑩𝒙 (Shi dkk., 1999) dengan 

 𝑨 = [
−0.046 0
−0.763 3.197

] , 𝑩 = [
−0.027 0

0 0
] , 𝑵 = [

0.978
0

]  

(19) 

dan 𝜔 = 0.25 𝑠𝑖𝑛(𝑡). Luaran sistem adalah 𝑦 = 𝑥2 sehingga diperoleh derajat relatif dari masalah 

ini adalah 2. Transformasi menggunakan IOFL  

 𝑻 = [
0 1

−0.763 3.197
]  

(20) 

menghasilkan bentuk normal dalam koordinat 𝑧(𝑡) yaitu 

 {

𝑑𝑧1

𝑑𝑡
= 𝑧2

𝑑𝑧2

𝑑𝑡
= 0.147𝑧1 + 3.15𝑧2 + 0.0206𝑢(4.19𝑧1 − 1.31𝑧2) − 0.187𝑠𝑖𝑛( 𝑡)

  

(21) 

Misalkan dipilih 𝑟1 = 3, persamaan (8) menjadi 

 𝑤 = 𝑧2 + 3𝑧1.  (22) 

dan persamaan (21) setelah 𝑧1 distabilkan dapat ditulis menjadi 

 {

𝑑𝑧1

𝑑𝑡
= 𝑤 − 3𝑧1

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 6.15𝑤 − 18.3𝑧1 + 0.0863𝑢𝑧1 − 0.0270𝑢(𝑤 − 3𝑧1) − 0.187𝑠𝑖𝑛( 𝑡)

  

(23) 

Berdasarkan 𝜔 = 0.25 𝑠𝑖𝑛(𝑡) dan 𝑵 yang diberikan, nilai   dari persamaan (16) yaitu 

 𝜃 = −0.187sign(𝑤).  (24) 

Menggunakan 𝑟2 = 7, fungsi kontrol persamaan (14), diaplikasikan pada persamaan (23), diperoleh 

sistem final yang telah distabilkan,  

 {

𝑑𝑧1

𝑑𝑡
= 𝑤 − 3𝑧1

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −7𝑤 − 𝑧1 − 0.187(𝑠𝑖𝑛( 𝑡) + 𝑠𝑔𝑛(𝑤))

  

(25) 
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Dinamika perilaku variabel (𝑧1, 𝑤) persamaan (25) terhadap 𝑡 ditunjukkan pada Gambar 2 

 
Gambar 2. Perilaku solusi sistem persamaan (25) yang telah distabilkan 

 

Pada Gambar 2 tampak bahwa orbit variabel keadaan (z1,w) bergerak dari nilai awal 
{𝑧1(0) = 2,𝑤(0) = 3}  menuju titik origin secara asimtotik. Waktu yang dibutuhkan untuk stabil relatif 

singkat di 𝑡 ≈ 2. Namun, kestabilan variabel 𝑤(𝑡) lebih cepat dibandingkan variabel keadaan 𝑧1(𝑡) 
dikarenakan pemilihan faktor konstanta 𝑟2 > 𝑟1. Hal ini dapat dilihat karena pada dinamik𝑥̇(𝑡) =
𝑎𝑥(𝑡)solusi analitiknya berbentuk 𝑥(𝑡) = 𝑥0𝑒

𝑎𝑡  yang sangat dipengaruhi oleh nilai konstanta 𝑎. 
Sistem akan stabil asimtotik jika 𝑎 < 0 dan semakin besar nilai |𝑎| maka solusi 𝑥(𝑡) akan semakin 

cepat menuju titik asal. 

Menggunakan transformasi persamaan (20), nilai   persamaan (24) dan transformasi 

persamaan (22), diperoleh kontrol untuk sistem awal berdasarkan persamaan (18), yaitu 

 𝑢(𝑡) =
487𝑥1−3120𝑥2−9.06sign(6.197𝑥2−0.763𝑥1)

𝑥1
  

(26) 

Perilaku sistem awal dengan kontrol persamaan (26) diberikan pada Gambar 3. 

 

Gambar 3. Perilaku solusi sistem persamaan (19) yang telah distabilkan  

dengan menggunakan kontrol persamaan (26) 

 

Pada Gambar 3, meskipun stabil asimtotik menuju titik asal, dinamika variabel keadaan 

sistem awal memiliki perberbedaan dengan dinamika sistem linier hasil kontrol. Pada sistem awal, 

kedua variabel keadaan bergerak dari nilai awal menjauhi titika asal di awal waktu. Namun, pada 

waktu 𝑡 ≈ 0.3 keduanya sudah bergerak turun menuju titik asal. Meskipun nilai awal x1(t) lebih kecil 

daripada x2(t) , dinamika x2(t) bergerak lebih cepat dan mencapai titik maksimum lebih tinggi 

dibandingkan nilai x2(t)  Hal ini dapat dijelaskan sebagai akibat adanya pengaruh fungsi gangguan 

yang bernilai positif dan monoton naik dan nilai kontrol persamaan (26) yang memberikan nilai positif 

di awal waktu. Walau kedua variabel bergerak menjauh namun keduanya sudah stabil di titik asal 

pada 𝑡 ≈ 2yang bersesuaian juga dengan dinamika Gambar 2.  
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Contoh 2. Diberikan sistem kontrol bilinier 𝒙̇ = 𝑨𝒙 + 𝑢𝑩𝒙 dengan (Ramezanpour dkk., 2012) 

 𝑨 = [

13

6

5

12

−
50

3
−

8

3

] , 𝑩 = [
−1 0
0 0

] , 𝑵 = [0.5
0

]  

(27) 

dan 𝜔 = 0.15 𝑐𝑜𝑠(𝑡). Luaran sistem adalah 𝑦 = 𝑥2 sehingga diperoleh derajat relatif dari masalah 

ini adalah 2. Transformasi menggunakan IOFL  

 𝑻 = [
0 1

−
50

3
−

8

3

]  
(28) 

menghasilkan sistem baru dalam koordinat 𝒛 yaitu 

 {

𝑑𝑧1

𝑑𝑡
= 𝑧2

𝑑𝑧2

𝑑𝑡
= −1.17𝑧1 − 0.5𝑧2 + 16.7𝑢(−0.160𝑧1 − 0.06𝑧2) − 1.25 𝑐𝑜𝑠( 𝑡)

  

(29) 

Misalkan digunakan 𝑟1 = 1 maka menggunakan transformasi persamaan (8) diperoleh perubahan 

variabel 

 𝑤 = 𝑧2 + 𝑧1  (30) 

Persamaan (29) akan menjadi 

 {

𝑑𝑧1

𝑑𝑡
= 𝑤 − 𝑧1

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 0.5𝑤 − 1.67𝑧1 − 2.67𝑢𝑧1 − 𝑢(𝑤 − 𝑧1) − 1.25 𝑐𝑜𝑠( 𝑡)

  

(31) 

Berdasarkan 𝜔 = 0.15 𝑐𝑜𝑠(𝑡), persamaan (16) menjadi 

 𝜃 = −1.25sign(𝑤).  (32) 

Menggunakan 𝑟2 = 3dan   persamaan (32), diperoleh kontrol yang menstabilkan persamaan (31) 

yaitu 

 𝑢 =
0.667𝑧1−3.50𝑤−1.25sign(𝑤)

−1.67𝑧1−𝑤
  

(33) 

Sistem baru dari persamaan (31) yang telah distabilkan oleh kontrol persamaan (33) diberikan oleh 

 {

𝑑𝑧1

𝑑𝑡
= 𝑤 − 𝑧1

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −3𝑤 − 𝑧1 − 1.25(𝑐𝑜𝑠( 𝑡) + sign(𝑤))

  

(34) 

Dinamika variabel keadaan (𝑧1, 𝑤) persamaan (34) ditunjukkan pada Gambar 4. 

 

Gambar 4. Perilaku solusi sistem persamaan (34) yang telah distabilkan 
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Pada Gambar 4, kedua variabel keadaan stabil asimtotik di titik asal. Variabel z1(t) bergerak 

secara eksponensial dari titik awal menuju titik asal sedangkan variabel w(t) mengalami sedikit 

osilasi pada awal simulasi. Hal ini disebabkan oleh adanya pengaruh fungsi gangguan sebesar -1,25 

cos(t) yang mengakibatkan perilaku osilasi. Berbeda dengan Gambar 2 karena perbandingan nilai 

koefisien w(t) dan fungsi gangguan yang cukup signifikan sehingga osilasi dapat ditekan oleh nilai 

variabel w(t) yang sangat cepat menuju titik asal. 

Berdasarkan transformasi persamaan (28) dan persamaan (30), kontrol persamaan (33) 

yang akan digunakan dalam sistem awal persamaan (27) diberikan oleh 

 𝑢(𝑡) = −
1

200

−78𝑥2−700𝑥1+15sign(−
5

3
𝑥2−

50

3
𝑥1)

𝑥1
  

(35) 

Dinamika variabel keadaan (𝑥1, 𝑥2)  terhadap 𝑡  persamaan (27) yang telah distabilkan 

menggunakan kontrol persamaan (35) ditunjukkan pada Gambar 5. 

 

Gambar 5. Perilaku solusi sistem persamaan (27) yang telah distabilkan  

menggunakan kontrol persamaan (35) 

 

Jika dibandingkan dengan perilaku sistem awal Gambar 3, pada contoh ini sistem awal 

memiliki perilaku yang jauh berbeda. Variabel keadaan x1(t) langsung stabil asimtotik sejak awal 

simulasi sedangkan variabel keadaan x2(t) bergerak turun menjauh titik asal baru kemudian kembali 

menuju titik asal. Berdasarkan permasalahan yang diberikan, variabel keadaan x2(t)  tidak secara 

langsung berhubungan dengan variabel kontrol u(t) Hal ini menyebabkan dinamika variabel keadaan 

x2(t)  sepenuhnya hanya dipengaruhi oleh variabel keadaan dan fungsi gangguan. Jika 

dibandingkan dengan Gambar 4, kedua sistem telah menuju titik asal pada waktu yang sama yaitu 

𝑡 ≈ 4 dan keduanya sama-sama memiliki variabel keadaan yang berosilasi di awal simulasi. 

 

KESIMPULAN 

Pada artikel ini telah dibahas mengenai stabilisasi sistem kontrol bilinier yang mengandung 

fungsi gangguan. Fungsi gangguan hanya mempengaruhi variabel keadaan yang mengandung 

fungsi kontrol. Fungsi kontrol didesain menggunakan metode backstepping. Pada metode 

backstepping, sistem yang diasumsikan memiliki derajat relatif 2 diubah menjadi bentuk normal 

menggunakan transformasi umpan balik masukan dan luaran. Kontrol didesain berdasarkan bentuk 

yang sudah ditransformasi dan kemudian diaplikasikan pada sistem awal. Pada simulasi telah 

diberikan dua contoh. Kedua contoh menunjukkan bahwa kontrol backstepping berhasil membawa 

variabel keadaan dari nilai awal yang dipilih menuju titik asal dalam waktu yang relatif singkat. 
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